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Bugiin 6zel gorelilik teorisinin matematigi hakkinda
konugacagiz.



V bir F-vektor uzay: olsun, g : V x V' — F olmak {izere,
(Vvi,w,- eV & Va; € IF)

> g(a1v1 + agvz, w) = a1g(vi, w) + azg(ve, w)

> g(v, a1wr + asws) = arg(v, wi) + azg(v, w2)
ozellikleri saglaniyorsa g, V iizerinde bir bilineer form’dur.



g, V vektor uzayi tizerinde bir bilineer form olsun,

> Vo,weV): glv,w)=g(w,v)

> (Fv&VweV): glv,w)=0=v=0
ilk ozellige simetri 6zelligi, ikinci 6zellige nondejenerelik
ozelligi adin1 veriyoruz.



g tekrar V' vektor uzay iizerinde bir bilineer form olsun.
g eger ekstra olarak simetri ve nondejenerelik 6zelliklerini de
sagliyorsa g artik V' vektor uzayi iizerinde bir i¢ ¢carpim’dir.

Ozel olarak (V, g) ikilisine i¢ ¢arpim uzayi adini veriyoruz.



TANIM UZERINE BIRAZ TARTISALIM



g:VxV-R

> g(v,v) >0
> g(v,0) =0 = v=0



g: VXV ST
kullanamiyoruz!
> gleey=0
genellestirdik!



g:R*"xR" - R
g(v,w) = viw! + v2w? 4 .. + oLy
g, R™ iizerinde bir i¢ ¢arpimdir.



g:RZxR? 5 R
1 2.2

(v, w) = viw! —v2w

dii’

=(1,2)=gu,u)=1x1-2x2=-3<0
=(1,1) = g(v,v) =1x1—-1x1=0
w=(3,2) = g(w,w) =3x3-2x2=5>0



V bir vektor uzayi, g’de V iizerinde bir i¢ ¢arpim olsun,
Yv # 0 € V icin;

» g(v,v) < 0 ise ¢g'ye negatif tanimh

» g(v,v) > 0 ise ¢g'ye pozitif tanimlh
denir. Pogzitif tamimliligin ve negatif tanimhiligin beraber
saglanabildigi durumlar oluyorsa g’ye belirsiz denir.



V bir vektor uzay: olsun,

Q: VT
v = g(v,v)

gonderimine kuadratik form adi verilmektedir.



Eger herhangi bir v vektort i¢in, Q(v) = £1 oluyorsa v
vektorine birim vektor denir.



e;’ler V' vektor uzaymin baz vektorleri olsunlar. Q(e;) = —1
ozelligini saglayan e; baz vektorlerinin sayisina g i¢ carpiminin
indeksi adi verilmektedir. (Bazen bu sayiya r sayis1 da
diyoruz.)

Peki bu tanimi neden yaptik?



g i¢ garpiminin indeksi (r sayis1) ortonormal baz segiminden
bagimsizdir.



Minkowski Uzayzamani Tanimi

R%, 4-boyutlu reel vektor uzayi, g ise indeksi 1 olan i¢ carpim
olsun. M = (R%, g) ikilisine Minkowski uzayzamani denir.

Hermann Minkowski | 1864-1909



Peki M fizik yapabilmemiz icin tek
basina yeterlimi?



Ozel Gorelilik Teorisi

Ozel Gorelilik Teorisi := M + Fiziksel Postiilatlar

» (Denklik Prensibi) Fizik yasalar1 birbirlerine gore sabit
hizla hareket eden tiim sistemlerde aymidir.

» Isik hizi ¢ = 3 x 10%[2¢%¢] sqbit degerine sahiptir. Bu

saniye
deger evrendeki en yiiksek hiz degeridir.




M’den bir w vektorii alalim:
» g(w,w) <0 ise w zamansal (timelike) vektir
» g(w,w) =0 ise w wgiksal (lightlike) vektdr
» g(w,w) > 0 ise w uzaysal (spacelike) vektor
olarak adlandirilir.



Ozel gorelilik teorisinde konum vektorleri w = (c1,z,y, z)
formundadir (¢ 1tk hizy, © € R).

g(w,w)...0
02t2+332+y2—z2...0

cztz...—arz—y2—|—z2



Lemma (Cauchy-Schwarz Esitsizligi )

= (24, 22, 23) ve y = (v, y?,9%) R¥te iki vektor olsun.

(@'y' +a?y?+2%y%)? < ((21)°+(@?)*+ (%)) ((y') >+ (1) *+(4°)?)
esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumunun saglanabilmesi z ile y
vektorlerinin lineer bagimli olmasiyla miimkiindiir.

ispat: Dinleyiciye birakilmigtir.

Sol Resim Cauchy | Sag Resim Schwarz



v, w € M iki ws1ksal vektor olsun.
v ile w’nun birbirlerine paralel olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart (<) v ile w'nun birbirlerine dik olmasidir.



Teorem 2'nin Ispati: (paralellik = diklik)

v veya w’dan biri 0 vektoriiyse her sey bariz. v, w # 0 olsun.

Diyelim ki v, w 1g1ksal vektorleri birbirlerine paralel olsunlar.
Bu durumda A € R igin v = Aw esitligi saglanacaktir. Simdi bu
esitligi kullanarak v ile w’nun i¢ ¢arpimina bakalim:

g(v,w) = g(Aw,w) = Ag(w,w) =X-0=0.

Boylece v ile w’'nun birbirlerine dik oldugunu ispatlamig olduk.



Teorem 2'nin Ispati: (diklik = paralellik)

g(v,v) = (1) + (0%)° + () = (v)? = 0
g(w,w) = (wh)? + (w?)* + (w?)? — (w')? = 0
g(v,w) = v'w! + v?w? + V3w — vt =0
(’Ulwl + v2w2 + 7)3 3)2 — (v4w4)2 — (7)4
(vlw1+v2w2+v3w3)2 — ((vl)2—|—(v2)2+(v3)2)((w1)2+(w2)2+(w3)2)
2 3

(v, v?,07) = Aw', w?, w?)
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o vlw! + v?w? + 03w A(wh)? 4+ (w?)? + (w?)?)
- w N w




M’de birbirine dik olan zamansal iki vektor yoktur.
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